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235 {
236 cout << "−− t e s t  a n a l y s e   s y n t a x i q u e " << end l ;
237 cout << " cha i n e  :  " << s << end l ;
238 Ana l y s eu rSyn t a x i qu e a ( s ) ;
239 Exp r e s s i o n ∗ r = a . e x p r e s s i o n ( ) ;
240 r−>a f f i c h e r ( ) ;
241 cout << end l ;
242 de l e t e r ;
243 }
244
245 // −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
246
247 i n t main ( i n t argc , char ∗∗ a rgv )
248 {
249 t e s t_ a n a l y s e_ l e x i c a l e ( " beta  ∗ beta  − (4∗   a lpha ∗gamma) " ) ;
250 t e s t_ana l y s e_syn t a x i que ( " beta  ∗ beta  − (4∗   a lpha ∗gamma) " ) ;
251 t e s t_ana l y s e_syn t a x i que ( "HT ∗ (100+TVA) /100" ) ;
252 r e t u r n 0 ;
253 }
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209Expression∗lireFacteur()
210{
211Expression∗facteur=NULL;
212if(m_lex.typeLexeme()==OUVRANTE){
213m_lex.avancer();
214facteur=lireExpr();
215if(m_lex.typeLexeme()!=FERMANTE){
216cout<<"∗∗ oups il manque une fermante"<<endl;
217}
218}elseif(m_lex.typeLexeme()==NOMBRE){
219facteur=newExpressionSimple("constante ",
220m_lex.lexeme());
221}elseif(m_lex.typeLexeme()==IDENTIFICATEUR){
222facteur=newExpressionSimple("variable ",
223m_lex.lexeme());
224}
225else{
226cout<<"∗∗ oups, probleme avec "
227<<m_lex.lexeme()<<endl;
228}
229m_lex.avancer();
230returnfacteur;
231}
232};
233
234voidtest_analyse_syntaxique(conststring&s)
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183 }
184 }
185 r e t u r n exp r ;
186 }
187
188 Exp r e s s i o n ∗ l i r eTe rme ( ) {
189 Exp r e s s i o n ∗ terme = l i r e F a c t e u r ( ) ;
190 f o r ( ; ; ) {
191 TypeLexeme t = m_lex . typeLexeme ( ) ;
192 i f ( t == ETOILE) {
193 m_lex . avance r ( ) ;
194 Exp r e s s i o n ∗ f a c t e u r = l i r e F a c t e u r ( ) ;
195 terme = new E x p r e s s i o nB i n a i r e ( " l e  p r o d u i t  " ,
196 terme , f a c t e u r ) ;
197 } e l s e i f ( t == BARRE) {
198 m_lex . avance r ( ) ;
199 Exp r e s s i o n ∗ f a c t e u r = l i r e F a c t e u r ( ) ;
200 terme = new E x p r e s s i o nB i n a i r e ( " l e  q uo t i e n t  " ,
201 terme , f a c t e u r ) ;
202 } e l s e {
203 break ;
204 }
205 }
206 r e t u r n terme ;
207 }
208
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157{}
158
159Expression∗expression(){
160if(m_expr==NULL){
161m_expr=lireExpr();
162}
163returnm_expr;
164}
165
166Expression∗lireExpr()
167{
168Expression∗expr=lireTerme();
169for(;;){
170TypeLexemet=m_lex.typeLexeme();
171if(t==PLUS){
172m_lex.avancer();
173Expression∗terme=lireTerme();
174expr=newExpressionBinaire("la somme ",
175expr,terme);
176}elseif(t==MOINS){
177m_lex.avancer();
178Expression∗terme=lireTerme();
179expr=newExpressionBinaire("la difference ",
180expr,terme);
181}else{
182break;
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131 de l e t e m_droite ;
132 }
133 } ;
134
135 c l a s s Exp r e s s i o nS imp l e
136 : p ub l i c Exp r e s s i o n
137 {
138 s t r i n g m_type , m_nom;
139 p ub l i c :
140 Exp r e s s i o nS imp l e ( const s t r i n g & type , const s t r i n g & nom)
141 : m_type ( type ) , m_nom(nom)
142 {}
143 vo id a f f i c h e r ( ) const o v e r r i d e
144 {
145 cout << " l a  " << m_type << " " << m_nom;
146 }
147 } ;
148
149 // −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
150 c l a s s Ana l y s eu rSyn t a x i qu e
151 {
152 An a l y s e u r L e x i c a l m_lex ;
153 Exp r e s s i o n ∗m_expr = NULL ;
154 p ub l i c :
155 Ana l y s eu rSyn t a x i qu e ( const s t r i n g & cha i n e )
156 : m_lex ( cha i n e )
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105classExpressionBinaire
106:publicExpression
107{
108stringm_nom;
109constExpression∗m_gauche,∗m_droite;
110
111public:
112ExpressionBinaire(conststring&nom,
113constExpression∗gauche,
114constExpression∗droite)
115:m_nom(nom),
116m_gauche(gauche),
117m_droite(droite)
118{};
119
120voidafficher()constoverride
121{
122cout<<"(  "<<m_nom<<" de ";
123m_gauche−>afficher();
124cout<<" et de ";
125m_droite−>afficher();
126cout<<") ";
127}
128
129~ExpressionBinaire(){
130deletem_gauche;
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79 s t r i n g lexeme ( vo id ) const

80 {
81 r e t u r n m_lexeme ;
82 }
83 } ;
84
85 vo id t e s t_a n a l y s e_ l e x i c a l e ( const s t r i n g & s )
86 {
87 cout << "−− t e s t  a n a l y s e  l e x i c a l e " << end l ;
88 cout << " cha i n e  :  " << s << end l ;
89 An a l y s e u r L e x i c a l l e x ( s ) ;
90 wh i l e ( l e x . typeLexeme ( ) != FIN ) {
91 cout << "− " << l e x . typeLexeme ( )
92 << " " << l e x . lexeme ( ) << end l ;
93 l e x . avance r ( ) ;
94 } ;
95 }
96
97 // −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
98
99 c l a s s Exp r e s s i o n {

100 p ub l i c :
101 v i r t u a l ~Exp r e s s i o n ( ) {} ;
102 v i r t u a l vo i d a f f i c h e r ( ) const = 0 ;
103 } ;
104
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53return;
54}
55//identificateurs
56if(isalpha(premier)){
57m_typeLexeme=IDENTIFICATEUR;
58while((m_position<m_longueur)&&
59isalnum(m_chaine[m_position])){
60m_lexeme+=m_chaine[m_position++];
61}
62return;
63}
64//symboles
65m_typeLexeme
66=premier=='('?OUVRANTE
67:premier==')'?FERMANTE
68:premier=='+'?PLUS
69:premier=='−'?MOINS
70:premier=='∗'?ETOILE
71:premier=='/'?BARRE
72:ERREUR;
73}
74
75TypeLexemetypeLexeme(void)const

76{
77returnm_typeLexeme;
78}
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27 m_longueur ( cha i n e . s i z e ( ) ) ,
28 m_pos it ion (0 )
29 {
30 avance r ( ) ;
31 }
32
33 vo id avance r ( )
34 {
35 m_lexeme = "" ;
36 wh i l e ( ( m_pos it ion < m_longueur ) &&
37 i s s p a c e (m_chaine [ m_pos i t ion ] ) ) {
38 m_pos it ion++;
39 }
40 i f ( m_pos it ion == m_longueur ) {
41 m_typeLexeme = FIN ;
42 r e t u r n ;
43 }
44 char p r em i e r = m_chaine [ m_pos i t ion++];
45 m_lexeme = prem i e r ;
46 // nombres
47 i f ( i s d i g i t ( p r em i e r ) ) {
48 m_typeLexeme = NOMBRE;
49 wh i l e ( ( m_pos it ion < m_longueur ) &&
50 i s d i g i t (m_chaine [ m_pos i t ion ] ) ) {
51 m_lexeme += m_chaine [ m_pos i t ion++];
52 }

49

O
n
a
là

un
exem

ple
typique

de
procédure

d'exploration
d'un

espace
de

possibilités
par

b
acktrackin

g
:
on

explore
une

alternative
en

conservant
la

possibilité
de

revenir
en

arrière.

2
.6
.2

V
e
rsio

n
ré
cu
rsiv

e

Le
program

m
e
C
+
+

suivant
utilise

la
récursivité

pour
gérer

le
back-

tracking
par

l'interm
édaire

de
la

pile
des

appels.

1
/∗∗

2
∗

re
c
o
n
n
a
is

s
a
n
c
e

d
'u

n
m

o
tif

a
v
e
c

jo
k
e
r
s

3
∗

v
e
r
s
io

n
r
é
c
u
r
s
iv

e
4

∗
/

56
b
o
o
l

re
c
o
n
n
a
it

(
c
o
n
s
t

c
h
a
r
∗

m
o
tif

,
7

c
o
n
s
t

c
h
a
r
∗

c
h
a
in

e
)

8
{

9
if

(∗
m
o
tif

=
=

'\
0
')

{
10

re
t
u
rn
∗
c
h
a
in

e
=
=

'\
0
';

11
}

12
/
/

?
:

o
n

s
a
u
te

u
n

c
a
r
a
c
t
è
r
e

13
if

(∗
m
o
tif

=
=

'?
')

{
14

re
t
u
rn

(∗
c
h
a
in

e
!=

'\
0
')

15
&
&

re
c
o
n
n
a
it

(
m
o
tif+

1
,

c
h
a
in

e
+
1
);

16
}

17
/
/
∗

:
o
n

s
a
u
te

l
'
é
t
o
ile

o
u

u
n

c
a
r
a
c
t
è
r
e

18
if

(∗
m
o
tif

=
=

'∗
')

{
19

re
t
u
rn

re
c
o
n
n
a
it

(
m
o
tif+

1
,

c
h
a
in

e
)

20
||

((∗
c
h
a
in

e
!=

'\
0
')

21
&
&

re
c
o
n
n
a
it

(
m
o
tif

,
c
h
a
in

e
+
1
));

22
}

23
/
/

a
u
t
re

s
c
a
r
a
c
t
è
r
e
s

24
re
t
u
rn

(∗
m
o
tif

=
=
∗
c
h
a
in

e
)

25
&
&

re
c
o
n
n
a
it

(
m
o
tif+

1
,

c
h
a
in

e
+
1
);

26
}

Le
program

m
e
est

appelé
ainsi

:

1
/∗

2
∗

m
o
t
ifs

.
c
c

3
∗

re
c
o
n
n
a
is

s
a
n
c
e

d
'u

n
m

o
tif

a
v
e
c

jo
k
e
r
s
∗

e
t

?
4

∗
/
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1//àcompileravecC++version11
2//g++−std=c++11lecture−expr.cxx−olecture−expr
3
4#include<iostream>
5usingnamespacestd;
6
7//−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
8
9enumTypeLexeme{
10OUVRANTE,FERMANTE,PLUS,MOINS,ETOILE,BARRE,
11NOMBRE,IDENTIFICATEUR,FIN,ERREUR
12};
13
14//−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
15
16classAnalyseurLexical{
17private:
18stringm_chaine;
19uintm_longueur,m_position;
20TypeLexemem_typeLexeme;
21stringm_lexeme;
22
23public:
24
25AnalyseurLexical(conststring&chaine):
26m_chaine(chaine),

48

5 6
#
in
c
lu
d
e

<
io
st
re

a
m
>

7
#
in
c
lu
d
e

<
c
a
ss

e
rt

>
8 9

#
in
c
lu
d
e

"
re

c
o
n
n
a
it
1
.h

"
10 11

u
s
in
g

n
a
m
e
sp
a
c
e

st
d
;

12 13
in
t

m
ai
n
(
in
t

a
rg

c
,
c
h
a
r
∗∗

a
rg

v
)

14
{

15
c
o
u
t
<
<

"−
− 

d
eb

u
t 

te
s
ts

"
<
<

e
n
d
l;

16
a
ss

e
rt

(
re

c
o
n
n
a
it

("
a
b
c
"
,

"
a
b
c
"
)
)
;

17
a
ss

e
rt

(!
re

c
o
n
n
a
it

("
ab

"
,

"
a
b
c
"
)
)
;

18
a
ss

e
rt

(!
re

c
o
n
n
a
it

("
a
b
c
"
,

"
ab

"
)
)
;

19
a
ss

e
rt

(
re

c
o
n
n
a
it

("
a
?
c
"
,

"
a
b
c
"
)
)
;

20
c
o
u
t
<
<

"−
− 

te
s
ts

 
o
k
"

<
<

e
n
d
l;

21
fo

r
(
;;
)

{
22

s
tr

in
g

m
o
ti
f
,

c
h
a
in

e
;

23
co

u
t
<
<

"
m
o
ti
f 

: 
"
;

24
g
e
tl
in

e
(
c
in

,
m
o
ti
f
)
;

25
if

(
c
in

.
fa

il
()

)
b
re
a
k
;

26
co

u
t
<
<

"
c
h
a
in

e
 
: 

"
;

27
g
e
tl
in

e
(
c
in

,
c
h
a
in

e
)
;

28
if

(
c
in

.
fa

il
()

)
b
re
a
k
;

29
co

u
t
<
<

"
la

 
c
h
a
in

e
 
"

<
<

c
h
a
in

e
30

<
<

(
re

c
o
n
n
a
it

(
m
o
ti
f
.c

_
st
r
()

,
31

c
h
a
in

e
.c

_
st
r
()

)
?

32
"
 
e
st

 
"

:
"
 
n
'e

st
 
p
a
s 

"
)

33
<
<

"
re

c
o
n
n
u
e
 
p
a
r 

"
<
<

m
o
ti
f
<
<

e
n
d
l;

34
}

35
c
o
u
t
<
<

e
n
d
l
<
<

"
o
k
."

<
<

e
n
d
l;

36
re
t
u
rn

0
;

37
} 2
.6
.3

V
e
rs
io
n
it
é
ra
ti
v
e

O
n
pe
ut

fa
ir
e
m
ie
ux
,
en

gé
ra
nt

ex
pl
ic
it
em

en
t
un

e
pi
le

de
s
al
te
rn
a-

ti
ve
s
re
st
an
t
à
ex
pl
or
er
.

1
/
∗∗

13



(
le

q
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d
e
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d
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d
e

la
v
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ia

b
le

H
T

e
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(
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so
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e

la
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e

1
0
0

e
t

d
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la
v
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r
ia

b
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T
V
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e
t

d
e

la
c
o
n
s
t
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n
t
e

1
0
0
)

et
le

so
u
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d
an
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p
ag
es

q
u
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su
iven

t.

47

2
∗

re
c
o
n
n
a
is

s
a
n
c
e

d
'u

n
m

o
tif

a
v
e
c

jo
k
e
r
s

3
∗

v
e
r
s
io

n
it

é
r
a
t
iv

e
4

∗
/

56
#
in
c
lu
d
e

<
sta

c
k
>

78
b
o
o
l

re
c
o
n
n
a
it

(
c
o
n
s
t

c
h
a
r
∗

m
o
tif

,
9

c
o
n
s
t

c
h
a
r
∗

c
h
a
in

e
)

10
{

11
sta

c
k

<
p
a
ir

<
c
o
n
s
t

c
h
a
r
∗
,
c
o
n
s
t

c
h
a
r
∗

>
>

12
a
lte

rn
a
tiv

e
s
;

13
c
o
n
s
t

c
h
a
r
∗m

=
m
o
tif

,
∗
c

=
c
h
a
in

e
;

14
p
a
ir<

c
o
n
s
t

c
h
a
r
∗
,
c
o
n
s
t

c
h
a
r
∗>

p
(m

,c
)
;

15
a
lte

rn
a
tiv

e
s
.p

u
sh

(p
)
;

1617
w
h
ile

(!
a
lte

rn
a
tiv

e
s
.em

p
ty

())
18

{
19

m
=

a
lte

rn
a
tiv

e
s
.to

p
(
)
.
fir

s
t
;

20
c

=
a
lte

rn
a
tiv

e
s
.to

p
(
)
.
seco

n
d
;

21
a
lte

rn
a
tiv

e
s
.p

o
p
(
)
;

2223
/
/

le
m

o
tif

e
s
t

e
x
a
m
in

é
le

t
t
r
e

p
a
r

le
t
t
r
e

24
fo

r
(

;
∗m

;
m
+
+
)

25
{

26
if

(∗m
=
=

'∗
')

{
27

if
(∗

c
!=

'\
0
')

{
28

/
/

n
o
t
e
r

a
lt

e
r
n
a
t
iv

e
:

l
'
é
t
o
ile

a
b
s
o
rb

e
29

/
/

a
u

m
o
in

s
u
n

c
a
r
a
c
t
è
r
e

d
e

la
c
h
a
in

e
30

p
.
fir

s
t

=
m
;

31
p
.seco

n
d

=
c
+
1
;

32
a
lte

rn
a
tiv

e
s
.p

u
sh

(p
)
;

33
}
;

34
}

e
ls
e

if
(∗

c
=
=

'\
0
')

{
/
/

fin
d
e

c
h
a
in

e
35

b
re
a
k
;

36
}

e
ls
e

if
(∗m

=
=

'?
'

||
∗m

=
=
∗
c
)

{
37

c+
+
;

38
}

e
ls
e

{
/
/

m
a
u
v
a
is

c
a
r
a
c
t
è
r
e
39

b
re
a
k
;

40
}
;

41
}
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p
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S
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ir
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F
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st
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ai
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le
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d
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u
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ir
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=

'\
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=
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;
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d
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l'état

et
la

seconde
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de
tr
an
si
ti
on

δ
co
m
bi
ne

le
s
tr
an
si
ti
on

s
da
ns

le
s
de
ux

au
to
m
at
es

δ(
(q

1
,q

2
),
x

)
=

(δ
1
(q

1
,x

),
δ 2

(q
2
,x

))

po
ur

to
ut
e
le
tt
re
x
∈
A
,
et

po
ur

to
us

ét
at
s
q 1
∈
Q

1
,q

2
∈
Q

2
.

O
n
no

te
ra

qu
e
ce
tt
e
co
ns
tr
uc
ti
on

pe
ut

fa
ir
e
ap
pa
ra
ît
re

de
s
ét
at
s

in
ac
ce
ss
ib
le
s
de
pu

is
l'é
ta
t
in
it
ia
l.
O
n
pe
ut

le
s
ig
no
re
r.

E
x
e
rc
ic
e
.

D
on

ne
z
de
s
au
to
m
at
es

po
ur

�
L

1
le
s
m
ot
s
qu

i
co
m
m
en
ce
nt

pa
r
a
.

�
L

2
le
s
m
ot
s
qu

i
�n

is
se
nt

pa
r
b. 21



9
.2

E
x
te
n
sio

n
s

Q
uelques

extensions
s'avèrent

pratiques,
elles

sont
notées

par
des

m
éta-caractères

:
�

des
cro

ch
e
ts

pour
entourer

les
élém

ents
optionnels

in
stru

ctio
n
_
si_

alors_
sin

o
n
:
:=

if
co

n
d
itio

n
th
e
n
in
stru

ctio
n

[
e
lse

in
stru

ctio
n
]

�
des

a
cco

la
d
e
s
pour

les
élém

ents
répétés

(zero
ou

plusieurs
fois)

liste_
d
'expressio

n
s
:
:=(
)

|
(
expressio

n
{
,
expressio

n
}
)

�
on

peut
aussi

entourer
les

term
inaux

de
guillem

ets.

E
x
e
rcice

:
com

m
ent

dé�nir
les

listes
d'expressions

en
B
N
F
de

base,
sans

ces
m
éta-caractères?

U
n
e
x
e
m
p
le

plus
com

plet,
la

syntaxe
de

la
B
N
F
...

en
B
N
F

sy
n
ta

x
::=

{
ru

le
}

ru
le

::=
id

e
n
t
ifie

r
"
::=

"
e
x
p
re

ssio
n

e
x
p
re

ssio
n

::=
term

{
"
|"

term
}

term
::=

fa
c
to

r
{

fa
c
to

r
}

fa
c
to

r
::=

id
e
n
t
ifie

r
|

q
u
o
ted

_
sym

b
o
l

|
"
("

e
x
p
re

ssio
n

"
)"

|
"
["

e
x
p
re

ssio
n

"
]"

|
"
{
"

e
x
p
re

ssio
n

"
}
"

id
e
n
t
ifie

r
::=

le
t
t
e
r

{
le

t
t
e
r

|
d
ig

it
}

q
u
o
ted

_
sym

b
o
l

::=
"
"
"

{
a
n
y
_
c
h
a
ra

c
te

r
}

"
"
"

9
.3

E
x
e
rc
ic
e
s

L
e
la
n
g
a
g
e
P
L
/
0

de
N
.
W
irth

est
décrit

par
une

gram
m
aire

de
type

E
-B
N
F
(extended

B
N
F
).E

crivez
quelques

program
m
es

dans
ce

langage.

39

�
L

3
=
L

1 ∩
L

2

�
L

4
m
ots

qui
contiennent

au
m
oins

deux
a
consécutifs,

�
L

5
=

=
L

3 ∩
L

4

P
o
u
r
l'u
n
io
n
d
e
d
e
u
x
la
n
g
a
g
e
s
ra
tio

n
n
e
ls

la
construction

est
sim

i-
laire

:
un

m
ot

est
reconnu

sion
arrive

dans
un

état
�nalpour

au
m
oins

l'un
des

autom
ates.

A
utrem

ent
dit

on
prend

com
m
e
états

term
inaux

l'ensem
ble

Q
F

=
(Q

1
F
×
Q

2 )∪
(Q

1 ×
Q

2
F

)

.3
.1
0

C
o
n
c
a
té
n
a
tio

n
d
e
la
n
g
a
g
e
s

Il
est

tentant
de

vouloir
appliquer

la
m
êm

e
idée

pour
déterm

iner
si

un
m
ot
w

appartient
à
la
concaténation

de
deux

langages
L

1
et
L

2
:on

part
de

l'état
initial

du
prem

ier
autom

ate,
et

on
le

suit
jusqu'à

obtenir
un

état
�nal.

P
uis

on
part

de
l'état

initial
du

second,
et

on
continue

avec
les

lettres
qui

restent.
M
ais

m
alheurem

ent
ce

n'est
pas

aussi
sim

ple
:
il
peut

y
avoir

plu-
sieurs

pré�xes
u

de
w

qui
conduisent

à
des

états
�naux

de
A

1
:
a

priorion
ne

sait
pas

pour
lequelilfaut

choisir
de

passer
dans

le
second

autom
ate.

P
our

aborder
ces

problèm
es,

nous
allons

donc
introduire

une
géné-

ralisation
de

la
notion

d'autom
ate

:
les

a
u
to
m
a
te
s
n
o
n
d
é
te
rm

in
iste

s
a
v
e
c
ε-tra

n
sitio

n
s.

N
ous

verrons
que

si
cette

notion
est

plus
générale,

et
perm

et
d'ex-

prim
er

plus
facilem

ent
les

idées
(notam

m
ent

la
reconnaissance

d'un
produit

de
langage,

ou
l'étoile

d'un
langage),

en
fait

on
peut

toujours
les

ram
ener

à
des

autom
ates

déterm
inistes

qui
reconnaissent

le
m
êm

e
langage.
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9
B
N
F

La
no

ta
ti
on

B
N
F
(B

ac
ku

s
N
au
r
Fo

rm
)
a
ét
é
in
tr
od

ui
te

pa
r
Jo
hn

B
ac
ku

s
et

P
et
er

N
au
r
po

ur
dé
cr
ir
e
le

la
ng

ag
e
de

pr
og
ra
m
m
at
io
n
A
lg
ol

60
. P

lu
s
pr
éc
is
em

en
t,
el
le
a
ét
é
(e
n
gr
an
de

pa
rt
ie
)
in
ve
nt
ée

pa
r
B
ac
ku

s
po

ur
dé
cr
ir
e
A
lg
ol

58
da
ns

un
ra
pp

or
t
de

re
ch
er
ch
e.

E
t
P
et
er

N
au
r
(q
ui

tr
av
ai
lla
it
su
r
le
m
êm

e
la
ng

ag
e)

s'
es
t
al
or
s
ap

er
çu

qu
'il
vo
ya
it
au
tr
em

en
t

la
sy
nt
ax
e
d'
A
lg
ol

58
.

Ils
on

t
do

nc
dé
ci
dé
,
po

ur
le

tr
av
ai
l
su
r
A
lg
ol
,
de

di
st
ri
bu

er
de
s
de
s-

cr
ip
ti
on

s
éc
ri
te
s
de

la
sy
nt
ax
e
po

ur
qu

e
to
ut

le
m
on

de
pa
rl
e
de

la
m
êm

e
ch
os
e
lo
rs

de
s
ré
un

io
ns

du
gr
ou

pe
de

tr
av
ai
l.

S
o
u
r
c
e

:
h
t
t
p
:
/
/
c
u
i
.
u
n
i
g
e
.
c
h
/
d
b
-
r
e
s
e
a
r
c
h
/
E
n
s
e
i
g
n
e
m
e
n
t
/
a
n
a
l
y
s
e
i
n
f
o
/
A
b
o
u
t
B
N
F
.

h
t
m
l

9
.1

B
N
F
d
e
b
a
se

La
no

ta
ti
on

de
ba
se

(h
is
to
ri
qu

e)
de

la
B
N
F
es
t
si
m
pl
e

�
la

ch
aî
ne

�:
:
=
�
si
gn

i�
e
�e
st

d
é�

n
i
p
ar
�,

�
la

ba
rr
e
|
sé
pa
re

de
s
al
te
rn
at
iv
es
,

�
le
s
ch
ev
ro
ns

�<
.
.
.
>
�
en
to
ur
en
t
de
s
no

m
s
de

ca
té
go
ri
es
,

�
le
s
él
ém

en
ts

te
rm

in
au
x
so
nt

re
pr
és
en
té
s
te
ls
qu

el
s,

et
se

tr
ad
ui
t
di
re
ct
em

en
t
en

gr
am

m
ai
re

fo
rm

el
le
.

E
x
e
m
p
le

<
p
ro

g
ra
m
>

::
=

p
ro

g
ra

m
<
d
é
c
la

ra
ti
o
n
s
>

b
e
g
in <

in
st

ru
c
ti
o
n
s
>

en
d

;

<
in

st
ru

c
ti
o
n
>

::
=

<
a
ff
e
c
ta

ti
o
n
>

|
<
in

st
ru

c
ti
o
n
_
ta

n
t_

q
u
e
>

|
<
in

st
ru

c
ti
o
n
_
si
_
a
lo

rs
_
si
n
o
n
>

|
..

.

D
an
s
de
s
te
xt
es

pl
us

m
od

er
ne
s,
on

pe
ut

av
oi
r
d'
au
tr
es

co
nv
en
ti
on

s
:

te
rm

in
au
x
en

gr
as

ou
en

po
lic
e
�m

ac
hi
ne

à
éc
ri
re
�,

no
n-
te
rm

in
au
x
en

it
al
iq
ue
,
et
c.

pr
o
g
ra
m

:
:=

p
ro
g
ra
m

d
ec
la
ra
ti
o
n
s
b
e
g
in

d
ec
la
ra
ti
o
n
s
e
n
d

38

4
A
u
to
m
a
te
s
n
o
n
d
e
te
rm

in
is
te
s

4
.1

U
n
a
u
to
m
a
te

n
o
n
-d
é
te
rm

in
is
te

A
su
r
un

al
ph

ab
et
A

es
t
la

do
nn

ée
de

�
un

en
se
m
bl
e
d'
ét
at
s
Q

�
un

en
se
m
bl
e
Q

I
⊆
Q

d'
ét
at
s
in
it
ia
ux

�
un

en
se
m
bl
e
Q

F
⊆
Q

d'
ét
at
s
�n

au
x

�
un

en
se
m
bl
e

∆
⊆

(Q
×
A
×
Q

)
de

tr
an
si
ti
on

s
Su

r
le

sc
hé
m
a
d'
un

au
to
m
at
e,

il
y
a
do

nc
év
en
tu
el
le
m
en
t

�
pl
us
ie
ur
s
en
tr
ée
s
po

ss
ib
le
s
au

lie
u
d'
un

e
se
ul
e
po

ur
le
s
au
to
m
at
es

dé
te
rm

in
is
te
s

�
en

pa
rt
an
t
d'
un

ét
at
,
il
pe
ut

y
av
oi
r
pl
us
ie
ur
s
tr
an
si
ti
on

s
co
nc
er
-

na
nt

la
m
êm

e
le
tt
re
,
ou

au
cu
ne
.

E
x
e
m
p
le

:
da
ns

l'a
ut
om

at
e
ci
-d
es
so
us
,
en

lis
an
t
de
s
a
de
pu

is
l'é
ta
t

0,
on

pe
ut

re
st
er

da
ns

0,
al
le
r
en

1
ou

en
co
re

en
2.

P
ar

co
nt
re

da
ns

l'é
ta
t
1,

on
ne

pe
ut

al
le
r
nu

lle
pa
rt

en
lis
an
t
un

b.

U
n
m
o
t
w
e
st
re
co
n
n
u

pa
r
un

au
to
m
at
e
no

n-
dé
te
rm

in
is
te

si
et

se
ul
e-

m
en
t
il
ex
is
te

un
ch
em

in
da
ns

l'a
ut
om

at
e

�
qu

i
pa
rt
e
d'
un

ét
at

in
it
ia
l

�
qu

i
so
it
ét
iq
ue
té

pa
r
le
s
le
tt
re
s
su
cc
es
si
ve
s
du

m
ot

�
qu

i
m
èn
e
à
un

ét
at

�n
al

Su
r
l'a
ut
om

at
e,

on
vo
it
as
se
z
fa
ci
le
m
en
t
qu

e
po

ur
al
le
r
de

0
à
2,

il
fa
ut

un
m
ot

qu
i
se

te
rm

in
e
pa
r
la

le
tt
re
a
ou

pa
r
le

su
�
xe
a
b.

L
'i
n
té
rê
t
p
ra
ti
q
u
e

de
s
au
to
m
at
es

no
n
dé
te
rm

in
is
te
s,
c'
es
t
qu

'il
s
so
nt

pl
us

fa
ci
le
s
à
co
nc
ev
oi
r
qu

e
le
s
au
to
m
at
es

no
n
dé
te
rm

in
is
te
s.

E
xe
m
pl
e
:
dé
�n

is
se
z
un

au
to
m
at
e
qu

i
re
co
nn

ai
t
le
s
m
ot
s
qu

i
se

te
rm

in
en
t
pa
r
a
ba
ba
b.
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état
som

m
et

état
à

avant
lettre

de
pile

après
em

piler
N
O
R
M
A
L

a
⊥

N
O
R
M
A
L

c⊥
N
O
R
M
A
L

a
c

N
O
R
M
A
L

cc
N
O
R
M
A
L

b
⊥

E
R
R
E
U
R

⊥
N
O
R
M
A
L

b
c

E
R
R
E
U
R

ε
E
R
R
E
U
R

a
c

E
R
R
E
U
R

ε
E
R
R
E
U
R

b
c

E
R
R
E
U
R

ε
E
R
R
E
U
R

a
⊥

E
R
R
E
U
R

⊥
E
R
R
E
U
R

b
⊥

E
R
R
E
U
R

⊥
Ici

on
dira

qu'un
m
ot

est
reconnu

si,
après

avoir
e�

ectué
toutes

les
transitions,

l'état
est

�nal
et

la
pile

est
vide

(⊥
).

E
x
e
rcice

:
construire

un
autom

ate
pour

les
m
ots

quiont
autant

de
a

que
de
b.

Idée
:
utiliser

la
pile

com
m
e
com

pteur
du

nom
bre

de
a
m
oins

le
nom

bre
de
b.

E
m
piler

des
p
pour

une
valeur

positive,
et

des
n
quand

c'est
négatif.

37

4
.2

R
e
to
u
r
su
r
l'u

n
io
n

E
n
3.9,

nous
avons

vu
une

façon
de

construire
un

autom
ate

déter-
m
iniste

qui
reconnait

l'union
de

deux
langages

rationnels.

E
x
e
m
p
le
:

construisez
un

autom
ate

reconnaissant
les

m
ots

E
x
e
rcice

:
co
n
stru

ire
d
e
s
a
u
to
m
a
te
s
n
o
n
-d
é
te
rm

in
iste

s
pour

les
m
ots

sur
A

=
{
l,c,a}

(lettre,
chi�

re,
autre)

qui
reconnaissent

�
les

nom
bres

entiers,
suites

d'au
m
oins

un
chi�

re,
�

les
identi�cateurs

(une
lettre,

suivie
de

lettres
ou

de
chi�

res)
�

les
nom

bres
et

les
identi�cateurs

L
a
co
n
stru

ctio
n
g
é
n
é
ra
le

de
l'autom

ate
pour

l'union.
�

l'autom
ate

est
l'union

de
deux

copies
distinctes

des
autom

ates
�

états
:
union

des
deux

ensem
bles

d'états
�

états
initiaux

(resp
�naux)

:
union

des
deux

ensem
bles

d'états
iitiaux

(resp.
�naux)

�
transistions

:
union

des
ensem

bles
de

transitions.

4
.3

D
é
te
rm

in
isa

tio
n

E
n
partant

de
l'état

initial,la
lettre

a
fait

passer
dans

l'état
0,l'état

1
ou

l'état
2.

C
eciconduit

à
l'idée

de
considérer

l'en
sem

b
le

d
es

états
où

l'on
peut

se
trouver

après
avoir

lu
une

séquence
de

lettres,
par

exem
ple

a
ba
a

�
au

début
on

ne
peut

être
que

dans
l'état

initial,
soit{0}

;
�

le
prem

ier
a
m
ène

dans{0,1,2},
�

le
b
dans{0

,2},
�

le
a
dans{0,1

,2},
�

le
dernier

a
dans{0

,1
,2}.

P
arm

ices
états

se
trouve

un
état

term
inal:le

m
ot

est
donc

reconnu.
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ré
pé
ti
ti
on

s
d'
un

e
m
êm

e
le
tt
re
,i
ly

au
ra

fo
rc
ém

en
t
un

dé
sé
qu

ili
br
e

av
ec

le
no

m
br
e
d'
oc
cu
rr
en
ce
s
de

la
tr
oi
si
èm

e
le
tt
re
.

8
A
u
to
m
a
te
s
à
p
il
e

D
e
la

m
êm

e
m
an
iè
re

qu
e
le
s
la
ng

ag
es

ra
ti
on

ne
ls
so
nt

re
co
nn

us
pa
r

le
s
au
to
m
at
es

�n
is
,
le
s
la
ng

ag
es

al
gé
br
iq
ue
s
le

so
nt

pa
r
le
s
au
to
m
at
es

à
pi
le
.

Q
u'
es
t-
ce

qu
'u
n
a
u
to
m
a
te

à
p
il
e
?

�
il
po

ss
èd
e
un

e
p
il
e
,
qu

i
es
t
un

e
su
it
e
de

sy
m
bo

le
s,

do
n
un

m
ot

su
r
un

vo
ca
bu

la
ir
e
de

pi
le
.
P
ar

co
m
m
od

it
é,

on
co
ns
id
ér
e
qu

e
la

pi
le

vi
de

es
t
re
pr
és
en
té
e
pa
r
un

sy
m
bo

le
pa
rt
ic
ul
ie
r,
ap
pe
lé

�f
on

d
de

pi
le
�
(⊥

).
�

il
po

ss
èd
e
de
s
é
ta
ts
,
do

nt
un

ét
at

in
it
ia
l,
et

de
s
ét
at
s
�n

au
x.

�
il
a
de
s
tr
a
n
si
ti
o
n
s,

qu
i
in
di
qu

en
t,

en
fo
nc
ti
on

d'
un

e
si
tu
at
io
n

do
nn

ée
,
c'
es
t
à
di
re

�
l'é
ta
t
co
ur
an
t,

�
un

e
le
tt
re

du
m
ot

�
le

sy
m
bo

le
qu

i
es
t
en

so
m
m
et

de
pi
le

la
no

uv
el
le

si
tu
at
io
n

�
le

no
uv
el

ét
at

�
pa
r
qu

oi
il
fa
ut

re
m
pl
ac
er

le
so
m
m
et

de
la

pi
le

Il
ex
is
te

pl
us
ie
ur
s
ty
pe
s
d'
au
to
m
at
es

à
pi
le
,

�
m
ot

re
co
nn

u
si
pi
le

vi
de

ou
pa
s
à
la

�n
?

�
l'a
ut
om

at
e
pe
ut

êt
re

dé
te
rm

in
is
te

(p
ou

r
un

ét
at
,
un

e
le
tt
re
,
un

sy
m
bo

le
,
il
a
un

e
se
ul
e
tr
an
si
ti
on

po
ss
ib
le
),
ou

no
n.

E
x
e
m
p
le
d
'a
u
to
m
a
te

,
po

ur
re
co
nn

ai
tr
e
a
n
bn

�
de
ux

ét
at
s
:
O
K

(i
ni
ti
al
)
et

E
R
R
E
U
R

�
sy
m
bo

le
de

pi
le

:
c.

La
ta
ill
e
de

la
pi
le

se
rt

de
co
m
pt
eu
r.

�
tr
an
si
ti
on

s
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L
e
p
ro
cé
d
é
d
e
d
é
te
rm

in
is
a
ti
o
n
e
st

d
o
n
c
si
m
p
le

:
pa
rt
an
t
d'
un

au
to
m
at
e
A

no
n
dé
te
rm

in
is
te
,
on

co
ns
tr
ui
t
un

au
to
m
at
e
dé
te
rm

in
is
te

A
′
de

la
fa
ço
n
su
iv
an
te

:
�

le
s
ét
at
s
so
nt

le
s
pa
rt
ie
s
de
Q

:
Q
′

=
P

(Q
)

�
l'é
ta
t
in
it
ia
l
re
gr
ou

pe
to
us

le
s
ét
at
s
in
it
ia
ux

:
q′ I

=
Q

I

�
le
s
ét
at
s
�n

au
x
so
nt

ce
ux

qu
ic
on

ti
en
ne
nt

au
m
oi
ns

un
ét
at

�n
al
:

Q
′ F

=
{q
′
∈
Q
′ |q
′ ∩

Q
F
6=
∅}

�
la

fo
nc
ti
on

de
tr
an
si
ti
on

fa
it
pa
ss
er

da
ns

l'é
ta
t
qu

ir
eg
ro
up

e
to
us

le
s
ét
at
s
ac
ce
ss
ib
le
s
pa
r
un

e
le
tt
re

:
δ′

(q
′ ,
x

)
=
{q

2
|∃

(q
1
,x
,q

2
)
∈

∆
,q

1
∈
q′
}
po

ur
to
ut

ét
at
q′
∈
Q
′ ,
et

to
ut
e
le
tt
re
x
∈
A
.

E
n
pr
at
iq
ue
,
on

n'
a
pa
s
be
so
in

de
ca
lc
ul
er

to
us

le
s
ét
at
s,
se
ul
em

en
t

ce
ux

qu
i
so
nt

ac
ce
ss
ib
le
s
de
pu

is
l'é
ta
t
in
it
ia
l.

E
x
e
rc
ic
e
:

dé
te
rm

in
is
er

l'a
ut
om

at
e
ci
-d
es
su
s.

C
o
n
sé
q
u
e
n
ce

:
le
s
la
ng

ag
es

re
co
nn

us
pa
r
le
s
au
to
m
at
es

no
n-
dé
te
rm

in
is
te
s

so
nt

ra
ti
on

ne
ls
(e
t
in
ve
rs
em

en
t)
.

4
.4

A
u
to
m
a
te
s
a
v
e
c
ε-
tr
a
n
si
ti
o
n
s

E
n
aj
ou

ta
nt

de
s
�e
ps
ilo
n-
tr
an
si
ti
on

s�
,
on

do
nn

e
la

po
ss
ib
ili
té

à
l'a
u-

to
m
at
e,

de
pa
ss
er

d'
un

ét
at

à
un

au
tr
e
�s
po

nt
an
ém

en
t�
,
sa
ns

lir
e
de

le
tt
re
.

E
xe
m
pl
e,

re
co
nn

ai
tr
e
le
s
no

m
br
es

fo
rm

és
de

ch
i�
re
s
(c
),

qu
i
co
m
-

m
en
ce
nt

év
en
tu
el
le
m
en
t
pa
r
un

si
gn

e
(s
).

Le
s
ε-
tr
an
si
ti
on

s
so
nt

re
pr
é-

se
nt
ée
s
pa
r
de
s
�è
ch
es

en
po

in
ti
llé
s
:

C
es

tr
an
si
ti
on

s
ap
po

rt
en
t
un

e
fa
ci
lit
é
d'
ex
pr
es
si
on

de
s
id
ée
s.

E
lle
s

pe
uv
en
t
êt
re

él
im

in
ée
s
(n
ou

s
ve
rr
on

s
co
m
m
en
t)

po
ur

re
ve
ni
r
de
s
au
to
-

m
at
es

no
n-
dé
te
rm

in
is
te
s
�s
im

pl
es
�,

qu
i
eu
x-
m
êm

es
se

ra
m
èn
en
t
à
de
s

au
to
m
at
es

dé
te
rm

in
is
te
s.
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E
xercices

:
donnez

des
gram

m
aires,

si
possible

non-am
bigües,

pour
les

les
langages

suivants

1.
{a

n
b
n
,n
≥

0}
2.

m
ots

qui
ont

autant
de
a
que

de
b

3.
systèm

es
de

parenthèses

4.
expression

arithm
étique

R
e
m
arq

u
e
s

�
Il
existe

des
langages

non-algébriques,
com

m
e
{a

n
b
n
c
n
,n
≥

0}
�

ilexiste
des

langages
algébriques

intrinséquem
ent

am
bigus,c'est-

à-dire
quireconnus

par
des

gram
m
aires

quisont
toutes

am
bigües.

E
xem

ple
{a

n
b
m
c
p,n

=
m

ou
m

=
p}

U
ne

idée
de

la
preuve

pour
le

prem
ier

résultat
:

1.
on

peut
transform

er
toute

gram
m
aire

en
une

gram
m
aire

équiva-
lente

dont
l'axiom

e
n'apparait

jam
ais

en
partie

droite
d'une

règle
(il

su�
t
de

dé�nir
dont

dérive
l'ancien

axiom
e)

et
dont

aucun
non-term

inal,
sauf

éventuellem
ent

l'axiom
e,

ne
produit

le
m
ot

vide
(on

les
rem

place).

2.
si

on
prend

un
m
ot

a
n
b
n
c
n

assez
long,

son
arbre

de
dériva-

tion
aura

une
branche

de
taille

supérieure
au

nom
bre

de
non-

term
inaux,et

ily
aura

donc
un

non-term
inal

N
quiapparait

deux
fois

sur
une

branche.
D
e
l'axiom

e
S
dérive

dont
un

m
ot
u
N
v
(u

et
v
suite

de
term

inaux,
qui

ne
sont

pas
tous

les
deux

vides),
d'où

dérive
encore

u
u
′N
v ′v

qui
produit

u
u
′w
v ′u

qui
appartient

au
langage.

3.
on

peut
donc

construire
un

autre
m
ot

dérivé
en

répétant
la

se-
conde

étape,
c'est

u
u
′u
′w
v ′v ′v,

dont
il
est

facile
de

voir
qu'il

n'appartient
pas

au
langage

:
si
u
′
(ou

v ′)
contient

deux
types

de
lettres,

u
′u
′contient

une
alternance

de
lettres.siu

′et
v ′sont

des

35

C
o
n
sé
q
u
e
n
ce
.

Les
autom

ates
non-determ

inistes
avec

ε-transitions
reconnaissent

les
langages

rationnels.

4
.5

C
o
n
c
a
té
n
a
tio

n
d
e
la
n
g
a
g
e
s

La
construction

d'un
autom

ate
qui

reconnait
la

concaténation
de

deux
langages,

à
partir

de
leurs

autom
ates,

est
sim

ple
:

�
les

états
initiaux

sont
ceux

du
prem

ier
autom

ate
�

les
états

�naux
sont

ceux
du

second
�

les
transitions

sont
conservées

�
on

y
ajoute

des
ε-transitions

entre
les

états
�naux

du
prem

ier
et

les
états

initiaux
du

second
V
oir

sur
l'exem

ple
précédent,

qui
est

le
produit

de
deux

langages
�

celui
qui

reconnait
un

signe
facultatif

�
celui

qui
reconnait

une
suite

de
chi�

res.

A
p
p
lica

tio
n
:

faire
un

autom
ate

qui
reconnait

les
nom

bres
écrits

en
notation

scienti�que,com
m
e
par

exem
ple−

3
.14
E

+
23.Ils

com
portent

une
m
antisse

et
éventuellem

ent
un

exposant
(com

m
ençant

par
E
).

La
m
antisse

a
éventuellem

ent
un

signe,peut
être

entière
ou

décim
ale

(m
ais

siily
a
un

point
décim

al,ily
a
au

m
oins

un
chi�

re
à
gauche

ou
à
droite).

L'exposant
peut

aussi
être

signé

4
.6

E
to
ile

E
t
de

m
êm

e
l'étoile

d'un
langage

s'obtient,
par

exem
ple

�
en

ajoutant
un

état
supplém

entaire
à
l'autom

ate,
quisera

le
seul

état
initial

et
�nal.

�
en

ajoutant
des

ε-transitions
de

cet
état

vers
les

(anciens)
états

initiaux,
et

depuis
les

(anciens)
états

�naux

4
.7

E
lim

in
a
tio

n
d
e
s
ε-tra

n
sitio

n
s

P
our

tout
autom

ate
avec

ε-transitions,
on

peut
construire

un
auto-

m
ate

équivalent
qui

n'en
a
pas.

M
éthode

�
pour

chaque
état

q,
on

déterm
ine

l'ensem
ble

S
(q)

de
ses

succes-
seurs,quipeuvent

être
atteints

par
une

ou
plusieurs

ε-transitions.
�

pour
chaque

transition
�norm

ale�
qui

m
ène

à
q,

on
ajoute

une
transition

sim
ilaire

(m
êm

e
origine,

m
êm

e
lettre),

vers
tous

les
états

de
S

(q)
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U
ne

au
tr
e
fa
ço
n
de

vo
ir

es
t
de

co
ns
tr
ui
re

l'a
rb
re

d
e
d
é
ri
v
a
ti
o
n
,

do
nt

le
s
fe
ui
lle
s
co
rr
es
po

nd
en
t
à
de
s
te
rm

in
au
x,

et
le
s
no

eu
ds

in
te
rn
es

à
de
s
no

n-
te
rm

in
au
x.

U
ne

gr
am

m
ai
re

es
t
a
m
b
ig
ü
e
si
il
ex
is
te

au
m
oi
ns

un
m
ot

qu
i
pe
ut

êt
re

ob
te
nu

de
di
�
ér
en
te
s
fa
ço
ns
.

E
xe
rc
ic
e
:
m
on

tr
ez

qu
e
la

gr
am

m
ai
re

de
l'e
xe
m
pl
e
es
t
am

bi
gü

e.
L'
am

bi
gu

it
é
pe
ut

êt
re

un
e
so
ur
ce

de
pr
ob

lè
m
es
.
P
ar

ex
em

pl
e
po

ur
l'a
na
ly
se

de
ex
pr
es
si
on

s
ar
it
hm

ét
iq
ue
s.
La

gr
am

m
ai
re

E
→

E
+
E

→
E
−
E

→
E
∗E

→
E
/E

→
(E

)
→

n
om

br
e

re
co
nn

ai
t
le
s
ex
pr
es
si
on

s
ar
it
hm

ét
iq
ue
s
co
rr
ec
te
s,

m
ai
s
fo
ur
ni
t
de
ux

ar
br
es

de
dé
ri
va
ti
on

po
ur

�1
+

2
∗3

�,
do

nt
un

qu
i
ne

co
rr
es
po

nd
pa
s

au
x
pr
io
ri
té
s
ha
bi
tu
el
le
s.

7
L
a
n
g
a
g
e
s
a
lg
é
b
ri
q
u
e
s

U
n

la
ng

ag
e
es
t
al
gé
br
iq
ue

si
il

ex
is
te

au
m
oi
ns

un
e
gr
am

m
ai
re

co
nt
ex
t-
fr
ee

qu
i
le

re
co
nn

ai
t.

34

�
po

ur
ch
aq
ue

tr
an
si
ti
on

�n
or
m
al
e�

qu
ip

ar
t
de
q′
∈
S

(q
),
on

aj
ou

te
un

e
tr
an
si
ti
on

si
m
ila
ir
e
pa
rt
an
t
de

q
(
m
êm

e
le
tt
re
,
m
êm

e
de
st
i-

na
ti
on

)
�

si
q
es
t
un

ét
at

in
it
ia
l,
to
us

le
s
su
cc
es
se
ur
s
de
vi
en
ne
nt

in
it
ia
ux

�
si
au

m
oi
ns

un
de
s
su
cc
es
se
ur
s
de
q
es
t
�n

al
,
q
de
vi
en
t
�n

al
.

C
et
te

m
ét
ho

de
pe
rm

et
d'
él
im

in
er

le
s
�r
ac
co
ur
ci
s�

qu
e
so
nt

le
s
ε-

tr
an
si
ti
on

s.

A
p
p
li
ca
ti
o
n

:
au
to
m
at
e
qu

i
re
co
nn

ai
t
si
un

e
lig
ne

co
nt
ie
nt

un
e
su
it
e

de
no

m
br
es

en
ti
er
s
(é
ve
nt
ue
lle
m
en
t
au
cu
n)

Le
s
en
ti
er
s
pe
uv
en
t
av
oi
r

de
s
si
gn

es
,
ils

so
nt

sé
pa
ré
s
pa
r
de
s
es
pa
ce
s
(a
u
m
oi
ns

un
).

Il
pe
ut

y
av
oi
r
de
s
es
pa
ce
s
en

dé
bu

t
et

en
�n

de
lig
ne
.

4
.8

C
o
n
sé
q
u
e
n
c
e
:
le

th
é
o
rè
m
e
d
e
K
le
e
n
e

C
e
th
éo
rè
m
e
cé
lè
br
e
di
t
qu

e
l'e
ns
em

bl
e
de
s
la
ng

ag
es

ra
ti
on

ne
ls
,
qu

i
so
nt

dé
�n

is
à
pa
rt
ir
de
s
si
ng

le
to
ns

(m
ot
s
d'
un

e
le
tt
re
),

et
de
s
un

io
ns
,

pr
od

ui
ts

et
ét
oi
le
s
de

la
ng

ag
es

ra
ti
on

ne
ls
,
co
in
ci
de

av
ec

l'e
ns
em

bl
e
de
s

la
ng

ag
es

re
co
nn

us
pa
r
de
s
au
to
m
at
es

�n
is
.

N
ou

s
l'a
vo
ns

dé
m
on

tr
é
pa
r
pe
ti
ts

bo
ut
s,
en

in
tr
od

ui
sa
nt

de
s
no

ti
on

s
qu

i
fa
ci
lit
en
t
la

pr
eu
ve

:
au
to
m
at
es

no
n-
dé
te
rm

in
is
te
s,
ε-
tr
an
si
ti
on

s,
m
ai
s
qu

i
pe
uv
en
t
to
uj
ou

rs
se

ra
m
en
er

au
x
au
to
m
at
es

dé
te
rm

in
is
te
s.

E
n
le
co
m
bi
na
nt

le
th
éo
rê
m
e
de

K
le
en
e
av
ec

d'
au
tr
es

pr
op
ri
ét
és

qu
e

no
us

av
on

s
dé
jà

re
m
ar
qu

ée
s
(p
ar

ex
em

pl
e
l'i
nt
er
se
ct
io
n
et

la
di
�
ér
en
ce

de
de
ux

ra
ti
on

ne
ls

es
t
ra
ti
on

ne
lle
),

ce
la

fo
ur
ni
t
de
s
ar
gu

m
en
ts

po
ur

m
on

tr
er

qu
'u
n
la
ng

ag
e
es
t
ra
ti
on

ne
l
(o
u
pa
s)
.

E
x
e
m
p
le

:
le

la
ng

ag
e
L

de
s
m
ot
s
su
r
A

=
{a
,b
}
qu

i
n'
on

t
pa
s
le

m
êm

e
no

m
br
e
de
a
qu

e
de
b
es
t-
il
ra
ti
on

ne
l?

de
ux

le
tt
re
s.

R
ai
so
nn

em
en
t
:

1.
si
il
l'é
ta
it
,
so
n
co
m
pl
ém

en
ta
ir
e
L

1
,
qu

ic
on

ti
en
t
le
s
m
ot
s
qu

io
nt

au
ta
nt

de
a
qu

e
de
b,

le
se
ra
it
au
ss
i.

2.
L'
in
te
rs
ec
ti
on

de
L

1
av
ec

un
au
tr
e
ra
ti
on

ne
l
le

se
ra
it
au
ss
i.
So

it
L

2
=
L

1
∩
a
∗ b
∗

3.
or
L

2
=
{a

n
bn
,n
∈
N
},

le
fa
m
eu
x
ex
em

pl
e
de

la
ng

ag
e
qu

i
n'
es
t

pa
s
ra
ti
on

ne
l.

4.
do

nc
L

n'
es
t
pa
s
ra
ti
on

ne
l.
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T
ro
isiè

m
e
p
a
rtie

L
a
n
g
a
g
e
s
a
lg
é
b
riq

u
e
s

6
G
ra
m
m
a
ire

s
a
lg
é
b
riq

u
e
s

6
.1

D
é
�
n
itio

n
s

U
ne

g
ra
m
m
a
ire

a
lg
é
b
riq

u
e
(ou

co
n
text-free,

hors-contexte,
etc)

G
est

la
donnée

�
d'un

ensem
ble

�ni
V
T
de

sym
boles

term
inaux

(sim
ilaire

à
l'alpha-

bet),
�

d'un
ensem

ble
�ni

V
N

de
sym

boles
non-term

inaux
(notés

par
des

m
ajuscules),

dont
on

distingue
un

élém
ent

particulier,
l'a
x
io
m
e

S
;

�
d'un

ensem
ble

de
rè
g
le
s
d
e
p
ro
d
u
ctio

n
,
quisont

des
paires

for-
m
ées

d'un
non-term

inal
et

et
d'une

suite
de

term
inaux

et
de

non-term
inaux.

E
x
e
m
p
le

S
→

a
S
S
b

S
→

T
T
→

cT
T
→

ε

D
é
riv
a
tio

n
d
ire

cte
.

O
n
dit

qu'un
m
ot

(sur
V
T
∪
V
N
,
donc

une
suite

de
sym

boles
term

inaux
ou

pas)
d
é
riv
e
d
ire

cte
m
e
n
t
d'un

autre
si

on
peut

l'obtenir
en

rem
plaçant

un
de

ses
non-term

inaux
par

la
partie

droite
d'une

de
ses

règles
de

production.
P
ar

exem
ple

a
a
a
S
bb

dérive
directem

ent
de
a
a
S
b.

P
lus

généralem
ent,on

parle
de

dérivation
quand

on
peut

obtenir
un

m
ot

après
une

suite
de

dérivations
directes.

L
e
la
n
g
a
g
e
re
co
n
n
u
p
arG

est
l'ensem

ble
des

m
ots

qui
dérivent

de
l'axiom

e.
E
xem

ple
:
m
ontrez

que
a
a
ccbb∈

L
(G

)

Solution
:
S
→
a
S
S
b→

a
a
S
S
bS
b→

...

33

E
x
e
rcice

:
m
ontrer

que
le

"langage
des

parenthèses"
n'est

pas
ra-

tionnel.
E
xem

ple
de

m
ot

de
ce

langage
:
"
(
(
)
(
)
)
(
)
(
(
(
)
)
)".

E
n
tout

ily
a
autant

d'ouvrantes
que

de
ferm

antes,et
dans

un
pré�xe

ilne
peut

y
avoir

m
oins

de
ferm

antes
que

d'ouvrantes.

4
.9

Q
u
e
lq
u
e
s
a
u
tre

s
p
ro
p
rié

té
s

U
ne

application
du

théorèm
e
de

K
leene,

c'est
que

pour
prouver

une
propriété

des
langages

rationnels,
on

peut
se

ram
ener

à
des

opérations
sur

les
autom

ates
qui

les
reconnaissent.

E
x
e
m
p
le
s
:

�
Le

m
iro

ir
w̃

d'un
m
ot

w
1 w

2
...w

n
s'obtient

en
inversant

les
lettres

:
w̃

=
w

n
...w

2 w
1 .

C
om

m
ent

m
ontrer

que
le

m
iroir

d'un
langage

rationnel
est

lui-m
êm

e
rationnel?

�
A
ppelons

γ
x
(w

)
le
m
ot

obtenu
en

e�
açant

de
w
toutes

les
appari-

tions
de

la
lettre

x
.P

ar
exem

ple
γ
a a
a
bca

bba
c

=
bcbbc.C

om
m
ent

m
ontrer

que
pour

tout
langage

rationnel
L

et
pour

toute
lettre

x
,
γ
x
(L

)
est

rationnel?

A
p
p
lica

tio
n
:

on
considère

les
expressions

arithm
étiques

bien
paren-

thésées,
du

genre
"
3
*
(
x
-
5
)
+
1
/
(
y
*
(
z
-
3
)".

E
st-ce

un
langage

ration-
nel?

4
.1
0

C
a
s
p
ra
tiq

u
e
s

1.
C
om

m
ent

analyser
des

�chiers
de

con�guration
qui

ressem
blent

à
ceci

:

;;
c
o
n
f
i
g

;[
d
a
t
a
b
a
s
e
]

n
a
m
e

=
"
m
a
b
a
s
e
"

t
y
p
e

=
"
m
y
s
q
l
"

p
o
r
t

=
2
1
3
4

l
o
g
i
n

=
t
o
t
o

;
à

c
h
a
n
g
e
r

[
i
m
a
g
e
s
]

d
i
r
e
c
t
o
r
y

=
"
/
u
s
r
/
l
o
c
a
l
/
i
m
a
g
e
s
"

.
.
.
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P
re
u
v
e

�
B
∗ C

es
t
to
uj
ou

rs
so
lu
ti
on

de
l'é
qu

at
io
n
pa
rc
e
qu

'o
n
a
la
pr
op
ri
ét
é

L
∗

=
L
L
∗

+
ε
po

ur
to
ut

la
ng

ag
e
L
.
E
n
re
m
pl
aç
an
t
en

pa
rt
ie

dr
oi
te
,

B
X

+
C

=
B

(B
∗ C

)
+
C

=
(B
B
∗ )
C

+
εC

=
(B
B
∗

+
ε)
C

=
B
∗ C

�
on

m
on

tr
e
tr
ès

fa
ci
le
m
en
t
qu

e
to
ut
es

le
s
so
lu
ti
on

s
co
nt
ie
nn

en
t

B
∗ C

=
B

0
C

+
B

1
C

+
B

2
C

+
..
..

So
it
S
te
lq

ue
S

=
B
S

+
C
.
A
lo
rs

en
re
m
pl
aç
an
t
su
cc
es
si
ve
m
en
t

S
=

B
S

+
C

=
B

1
S

+
B

0
C

=
B

1
(B
S

+
C

)
+
B

0
C

=
B

2
S

+
B

1
C

+
B

0
C

=
B

2
(B
S

+
C

)
+
B

1
C

+
B

0
C

=
B

3
S

+
B

2
C

+
B

1
C

+
B

0
C

=
..
.

D
on

c
S

co
nt
ie
nt

to
us

le
s
en
se
m
bl
es
B

n
C

et
do

nc
B
∗ C

qu
i
es
t

le
ur

un
io
n.

�
si
B

ne
co
nt
ie
nt

pa
s
ε,

to
ut

m
ot

de
B

a
au

m
oi
ns

un
e
le
tt
re
,
et

un
m
ot
w

de
lo
ng

ue
ur
n
ne

pe
ut

pa
s
ap
pa
rt
en
ir
à
B

n
+

1
L

où
L

es
t
un

la
ng

ag
e
qu

el
co
nq

ue
.

O
r
un

e
so
lu
ti
on

S
se

"d
ép
lie
"
en

S
=
B

n
+

1
S

+
B

n
C

+
B

n
−

1
C

+
..
.
+
B

0
C

et
si
w

de
lo
ng

ue
ur
n
ap
pa
rt
ie
nt

à
S
,i
la
pp

ar
ti
en
t
fo
rc
ém

en
t
à
un

de
s
B

k
C
,
et

do
nc

à
B
∗ C

qu
i
es
t
le
ur

un
io
n
po

ur
to
ut
k
en
ti
er
.

D
on

c
to
ut

m
ot
w

de
S

ap
pa
rt
ie
nt

à
B
∗ C

,
qu

i
es
t
co
nt
en
u
(v
oi
r

pl
us

ha
ut
)
da
ns

to
ut
es

le
s
so
lu
ti
on

s
:
S

=
B
∗ C

,
la

so
lu
ti
on

es
t

un
iq
ue
.
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do
nn

ez
-e
n
un

e
de
sc
ri
pt
io
n
fo
rm

el
le

co
m
pl
èt
e.

2.
M
êm

e
qu

es
ti
on

po
ur

le
la
ng

ag
e
de

de
sc
ri
pt
io
n
d'
au
to
m
at
es

ci
-

de
ss
ou

s

a
u
t
o
m
a
t
e

P
r
e
m
i
e
r

é
t
a
t

Z
E
R
O

i
n
i
t
i
a
l

a
-
>

Z
E
R
O

b
-
>

Z
E
R
O

U
N

é
t
a
t

U
N

f
i
n
a
l

a
u
t
o
m
a
t
e

S
e
c
o
n
d

é
t
a
t

Z
E
R
O

i
n
i
t
i
a
l

f
i
n
a
l

a
-
>

Z
E
R
O

U
N

b
-
>

U
N

é
t
a
t

U
N a

-
>

Z
E
R
O
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P
lus

précisem
ent

on
a
une

équation
pour

chaque
état

�nal

L
i

=
⋃

(q
i ,x

,q
j
)∈

∆

x
L
j ∪
{
ε}

et
pour

chaque
état

non
�nal

L
i

=
⋃

(q
i ,x

,q
j
)∈

∆

x
L
j

C
eci

perm
et

de
traduire

un
autom

ate
non-déterm

iniste
en

systèm
e

d'équations
portant

sur
les

langages
E
xercice

:
de

quel
autom

ate
viennent

ces
équations?

L
=
L

1
=

(a
+
b)L

1
+
bL

2

L
2

=
bL

2
+
ε

P
our

résoudre
ce

systèm
e,

on
applique

les
bonnes

vieilles
m
éthodes

de
susbstitution

et
d'élim

ination.
Intuitivem

ent
(et

en
regardant

l'autom
ate),

L
2
est

une
suite,

éven-
tuellem

ent
vide

de
b.

A
utrem

ent
dit

L
2

=
b ∗.

D
onc

en
substituant

:L
1

=
(a

+
b)L

1
+
bb ∗

et
là

encore,
intuitivem

ent,
L

1
est

une
répétition

de
a
ou

de
b
suivie

par
une

répétition
d'au

m
oins

un
b.

L
1

=
(a

+
b) ∗

+
bb ∗

pour
ce

faire
nous

avons
utilisé

un
petit

résultat
:
le
lem

m
e
d'A

rden

5
.4

R
é
su
lta

t
:
le

le
m
m
e
d
'A
rd
e
n

L
e
m
m
e
:

soient
B

et
C

deux
langages

rationnels
:
la

plus
petite

solution
de

l'équation
X

=
B
X

+
C

est
le

langage
X

=
B
∗A

.
E
t
c'est

l'unique
solution

si
ε6∈

B
.

R
e
m
arq

u
e
.

Q
ue

se
passe-t-il

quand
ε∈

B
,
par

exem
ple

le
cas

par-
ticulier

de
l'équation

X
=
X

+
C
?
A
lors

dans
ce

cas
il
n'y

a
pas

u
n
e

seu
le

solution
:
tout

ensem
ble

est
solution

siet
seulem

ent
siilcontient

C
.
À

partir
du

m
om

ent
où

ε∈
B
,
l'ensem

ble
A
∗
de

tous
les

m
ots

est
égalem

ent
solution.

E
n
m
athém

atiques,
dans

ce
type

de
situation,

on
recherche

-
sic'est

possible
-
la
plus

petite
(ou

la
plus

grande)
solution.
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5
E
x
p
re
ssio

n
s
ré
g
u
liè
re
s

5
.1

N
o
tio

n

U
n
exem

ple
:
a
b(c ∗)

+
(a

+
b) ∗c

Les
e
x
p
re
ssio

n
s
ré
g
u
liè
re
s
sont

un
m
oyen

de
noter

des
langages

en
partant
�

de
singletons

com
m
e
a,
b,
c
et

du
m
ot

vide
;

�
de

l'étoile,
du

produit
et

de
l'union

(notée
+
)
de

langages.
.
Les

parenthèses
servent

à
désam

biguer.
C
om

m
e
vous

le
savez,

ces
opérations

su�
sent

pour
noter

tous
les

langages
rationnels.

Les
expressions

régulières
sont

aussi
utilisées

com
m
e
outil

de
pro-

gram
m
ation

(bibliothèque
reg

ex)
pour

valider
des

chaînes
de

caractères,
ou

les
découper

en
m
orceaux.

5
.2

D
e
l'e
x
p
re
ssio

n
à
l'a
u
to
m
a
te

La
construction

d'un
autom

ate
(non

déterm
iniste)

à
partir

de
l'ex-

pression
régulière

ne
pose

pas
de

di�
culté.

E
x
e
rcice

:
application

à
l'exem

ple.
E
lle

peut
d'ailleurs

facilem
ent

être
autom

atisée.

5
.3

D
e
l'a
u
to
m
a
te

à
l'e
x
p
re
ssio

n
ré
g
u
liè
re

B
eaucoup

plus
am

usant
:à

partir
d'un

autom
ate,on

peut
construire

une
expression

du
langage,

en
utilisant

le
lem

m
e

d
'A

rd
en

(voir
plus

loin).R
appelons

que
le

langage
reconnu

par
un

autom
ate,

ce
sont

les
m
ots

qui
m
ènent

d'un
état

initial
à
un

état
�nal.

A
chaque

état
q
i
(on

suppose
qu'ils

sont
num

érotés),
on

associe
le

langage
L
i
des

m
ots

quim
ènent

de
l'état

q
i
à
un

état
�nal.L'autom

ate
reconnait

donc
l'union

des
L
i ,
pour

les
q
i ∈

Q
F
.

O
bservons

les
chem

ins
qui

partent
d'un

état
q
i

�
si
q
i
est

�nal,
alors

ε∈
L
i

�
si
il
y
a
une

transition
x
de

q
i
à
q
j ,

alors
L
i ⊇

x
L
j
:
parm

i
les

chem
ins

quivont
de
q
i
à
un

état
term

inal,
ily

a
ceux

quipartent
de
q
j ,

après
un

prem
ier

pas
x
.
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